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Метод регуляризации решения обратных задач 
теплопроводности

О. А. Есаулова, Н. Н. Меркулова
Томский государственный университет, Томск

Среди математических задач выделяется класс задач, ре-
шения которых неустойчивы к малым изменениям начальных 
данных. Они характеризуются тем, что сколь угодно малые из-
менения исходных данных могут приводить к произвольно боль-
шим изменениям решений. Задачи подобного типа принадлежат 
к классу некорректно поставленных задач [1]. 

Целый класс некорректных задач составляют так называемые 
обратные задачи, возникающие в тех случаях, когда необходимые 
данные для постановки прямой корректной задачи отсутствуют, 
но зато есть некоторая дополнительная информация о решении, 
позволяющая формулировать обратную задачу. К числу таких за-
дач принадлежат обратные задачи теплопроводности (ОЗТ) [2]. 

При рассмотрении обратных задач теплообмена естественно 
выделить ретроспективную обратную задачу теплопроводности, 
граничные обратные задачи и коэффициентные обратные задачи. 

Целью данной работы является применение метода регуляри-
зации к решению некорректных ОЗТ, а также разработка алго-
ритма решения таких задач .

Рассмотрим пример, представляющий собой случай некор-
ректной граничной обратной задачи теплопроводности. Пусть 
процесс теплопроводности в пластине описывается уравнением:
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Известно начальное распределение температуры
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В точке x = d 0 1d  задано изменение температуры во вре-
мени 
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На правой границе x = 1 известно условие второго рода
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где λ = const > 0.

Требуется определить плотность теплового потока на левой 
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Пусть 
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условия примут вид: 
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Следовательно, nx e Sin nx , 0,1x , 
2n n tt e e Sin nd , 0,1t , 

2

1
n n tt ne e Cos n , 0,1t , 

0 < d ≤ 1 и требуется найти численным методом значение потока 
на левой границе Г2(t). Очевидно, что точное решение определя-
ется как 

2

2
n n tt ne e Cos n .

Имеем следующую расчетную область (рис. 1).

Рис. 1. Расчетная сеточная область

Предположим, что есть алгоритм решения соответствующей 
прямой задачи и найдем его «обращение» с целью установления 
искомой связи между входными данными и граничными усло-
виями [3].
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Решение прямой задачи для уравнения (1), согласно принци-
пам суперпозиции и Дюамеля [4], можно представить в виде:
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где θ(x,t) — температурная реакция тела на единичный тепловой 
поток на одной из границ (x = 0) при условии теплоизолирован-
ности другой (x = 1).

Величина θ(x,t) может быть рассчитана по формуле [3]:
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Таким образом, обратная задача в данном случае сводится к 
следующей интегральной задаче:
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Найдя производную от функции θ(x,t) по времени, получим 

представление ядра и правой части из уравнения (3): 
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(4)

Для одномерного уравнения теплопроводности с постоянны-
ми коэффициентами граничные обратные задачи имеют общее 
интегральное представление (2). Разделим полный временной 
отрезок на конечное число интервалов с переменными шагами 
с целью замены уравнения (3) приближенным дискретным ана-
логом: Δtk = tk – tk–1, 1,k m [3]. В этом случае уравнение (3) пере-
пишется в виде [4]:
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Полагая искомую функцию u(t) равной постоянному значе-
нию ûk на каждом интервале, введем ее ступенчатую аппрокси-
мацию:
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После аппроксимации получим систему линейных алгебраи-
ческих уравнений AΔu = f, 

1
ˆ

m

ku u , 
1

m

kf f  с нижней треуголь-
ной матрицей.

Определитель матрицы AΔ равен произведению ее диагональ-
ных элементов: det AΔ = Δθ11Δθ22 ... Δθmm. Из физического смысла 
величины θ(d,t) следует, что все Δθik > 0. Отсюда det AΔ ≠ 0. Сле-
довательно, матрица AΔ теоретически является невырожденной 
и существует обратная матрица 1A . Легко получить следующую 
рекуррентную формулу, позволяющую шаг за шагом найти все 
компоненты m-мерного вектора u [3]:
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Следовательно, вместо 
1

2

m m
 коэффициентов матрицы не-

обходимо рассчитывать и хранить в памяти компьютера всего m 
коэффициентов. 

Решение уравнения (3) было найдено с использованием фор-
мул (7) при разных значениях m и, как показало сравнение, вело 
себя неустойчиво. Для решения данной некорректной задачи ис-
пользовалась регуляризация Тихонова [1]. 

Процесс регуляризации решения состоит из трех основных 
этапов:

найти регуляризирующий оператор R(f,α);
задать параметр регуляризации α (по дополнительной ин-
формации о задаче);
найти регуляризованное решение uα = R(fα,α).

•
•

•
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Таким образом, вместо операторного уравнения Au = f будем 
решать регуляризованную систему линейных алгебраических 
уравнений [1]:

 1

, 1,2, ..., .
m

k kj j k
j

u a u b k m
 (8)

Коэффициенты системы и правая часть вычисляются по фор-
мулам:
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В теории методов приближенного решения некорректных за-
дач вопросу выбора параметра регуляризации уделяется значи-
тельное внимание. Среди ряда алгоритмов, позволяющих подоб-
рать параметр регуляризации так, чтобы минимизировать норму 
невязки, наиболее известным является априорный выбор пара-
метра регуляризации α.

Априорный выбор параметра регуляризации α

Невязка зависит некоторым образом от выбора α [2]. Обоз-
начим Au f . Тогда нахождение параметра регуляри-
зации состоит в соответствии с принципом невязки в решении 
уравнения

 . (9)

Для приближенного решения уравнения (9) используют-
ся различные вычислительные процедуры. Например, задается 
последовательность

 0
k

k q  (10)

и вычисления проводятся с k = 0 до некоторого k = K, при котором 
равенство (9) выполняется с приемлемой точностью.

Таким образом, алгоритм метода регуляризации в примене-
нии к тестовому примеру состоит в следующем:

1) вычисляем параметр регуляризации, пользуясь формулой 
(10), в которой положим α0 = 1и q = 0,99;

2) составляем матрицу регуляризованной системы линей-
ных алгебраических уравнений (8) и столбец свободных членов 
с найденным αk.
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3) решаем полученную регуляризованную систему линей-
ных алгебраических уравнений RA u b методом Гаусса с выбо-
ром главного элемента и получаем ku ;

4) находим невязку Au f , где A — первоначаль-
ная матрица. Если , то процесс окончен и 

k
u – найденное 

решение с заданной точностью. Если же , то подбираем 
следующее αk.

Апостериорный выбор параметра регуляризации α

На практике, как правило, значения функции u(t) снимаются 
с показаний приборов и, следовательно, известны с погрешнос-
тью. Будем считать, что вместо значений функции if t  извест-
ны значения if t , определяемые формулой:

3 3

3
1i i i

b a
f t f t

b a

Здесь γi — случайные числа из промежутка [0;1] с равномер-
ным законом распределения, σ — коэффициент запаса и выби-
рается как σ = 0,002. Таким образом, имеем систему линейных 
уравнений, полученную по описанному выше алгоритму метода 
регуляризации:

 .RA u b  (11)

Параметр регуляризации α должен подбираться так, чтобы 
принимаемое за решение задачи (11) регуляризованное решение 
yα было, по возможности, наилучшим в смысле удачного согла-
сования левой и правой частей уравнения Ay f , что опреде-
ляется малостью невязки. Таким образом, основной проблемой 
метода регуляризации является вопрос подбора параметра регу-
ляризации α [5]. 

Так, согласно [5], зависимость величин α и δ, представляемая в 
виде α = δp, является регуляризирующим алгоритмом при условии, 
что α(δ) → 0 при δ → 0. Поскольку на практике неизвестно, какой 
случай выбора показатель степени p имеет место, то можно в качес-
тве значения α(δ) выбирать любую зависимость, сохраняющую ус-
ловие согласования нормы невязки и погрешности правой части:

Au f f f



207

Выбор параметра регуляризации α методом секущих

Для приближенного решения уравнения (9) можно использо-
вать и более быстро сходящиеся итерационные методы. Установ-

лено, что функция 1  является убывающей и выпук-
лой функцией. Поэтому для решения уравнения  можно 
применить итерационный метод Ньютона, когда

1
k

k k
k

Этот метод будет сходиться при любом начальном приближе-
нии β0 > 0. Для того, чтобы не вычислять производную функции 

, можно использовать итерационный метод секущих, в кото-
ром:

1
1

1

k k
k k k

k k

Применение подобных итерационных процедур позволяет 
сократить общие вычислительные затраты на определение пара-
метра регуляризации α.

Оценивая реализованные схемы, можно отметить в отде-
льности особенности каждой. Вычисления регуляризованного 
решения с использованием априорного выбора параметра регу-
ляризации дало результаты достаточно близкие по своему ха-
рактеру к точному решению, но в то же время реализация этого 
метода требует большого объема используемой оперативной па-
мяти, что не позволяет проводить численный эксперимент для 
числа разбиений m > 20, и уже начиная с m > 10 расчеты требу-
ют много времени и метод становится неэффективным. В этом 
смысле использование алгоритма апостериорного выбора пара-
метра регуляризации позволяет проводить расчеты при большом 
числе разбиений m(m > 20) и дает более приемлемые результаты. 
Однако можно утверждать, что ошибка вычислений уменьшает-
ся еще больше в случае применения итерационного метода секу-
щих за счет более оптимального выбора параметра регуляриза-
ции. Более того, по сравнению с алгоритмом априорного выбора 
параметра регуляризации α, который сходится медленно (более 
300 итераций), метод секущих имеет высокую скорость сходи-
мости (2 итерации), что обусловлено уменьшением числа выпол-
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няемых арифметических операций. На рис. 2 показан характер 
поведения регуляризованного решения, полученного методом 
секущих. 

m = 10 m = 10

Рис. 2. Характер поведения точного и регуляризованного решений, 
полученных методом секущих
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